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Résumé
Après une brève introduction des outils mathématiques nécessaires à notre étude
en géométrie non commutative, nous nous intéresserons à la mécanique quantique
dans le cadre de cette géométrie. Nous y construirons la fonction d’onde formée
d’une superposition de deux états décrivant deux particules libres s’éloignant
l’une de l’autre (les deux états à superposer sont les deux possibilités de per
mutation) pour en conclure que le comportement est similaire à celui du cas
classique commutatif. La deuxième partie du mémoire portera sur les solitons
(vortex) électromagnétiques en mouvement. Ces vortex seront étudiés dans le
cadre de la théorie Yang-Mills et Chern-Simons en référence au nouvel intérêt
porté à cette dernière théorie. La nouveauté amenée par ce mémoire est l’analyse
des équations avec une non commutativité entre l’espace et le temps.
Mots clés : Physic1ue, Yang-Mills, Chern-Simons, soliton, vortex.
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Abstract
After a brief introduction of the mathematical tools nceclecl foi- our studies of
the noncommutative geometry, first we analyse the construction of a wave func
tion corresponcliiig to a linear combination of two states which clescribe two free
particles receding from each other. The state correspoids to permutations of the
two particles. We conclude that the behaviour of the system is similar to that
in the classical commutative case. In the second part we aiialyse moving solitons
in the Yang-IVIills theory with anci without a Cherii-Simons term. The case with
the Chern-Simons term is of great interest since it bas potential applications to
the Quantum Hall effect. We will study the deformatioi of a moviig so1itoi. The
novelty of our aimlysis is that the ecluations contain iollcommutativity of space
with time. \‘Ve compare our resuits with the literature.
Key words Pliysics, Yang-IVIills, Cheru-Simons, Solitons, Vortex.
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CHAPITRE 1
Introduction
Bien que l’idée fut dans l’air du temps, le premier à consacrer tout un article à
la géométrie non commutative (GNC) fut $nycler [1] en 1947. On s’intéressait à
cette géométrie pour son potentiel à éliminer la divergence ultraviolette. $ny
der avait également l’idée que la relativité générale classique (i.e. non quan
tique) ne serait plus valide à l’échelle de Planck puisque l’espace-temps ne serait
plus décrit par une variété différentiable. Les premières études rigoureuses d’un
tel espace furent effecttiées par von Neumann, ce qui le mena à la théorie des
algèbres de von Neumann. Mais au même moment, les développements de la
renormalisation en théorie des champs quantiques (TCQ) connurent un tel succès
à prédire avec précision certaines valeurs numériques d’observables physiques en
électrodynamique quantique qu’ils éclipsèrent l’intérêt pour l’étude de la GNC
pendant près de trois décennies.
C’est clans les années 80 qu’un mathématicien A. Connes [2], revigore l’enthousiasme
pour la GNC en généralisant la notion de structure différentielle à la non com
mutativité, ce qui permit de définir les théories de jauges Yang-Mills (YIVI) pour
une grande classe d’espaces non commutatifs. On y inclut aussi la gravitation
dans un but d’unification. Il y eu cuelques succès dont la preuve automatique du
mécanisme de Higgs indépendamment des détails du potentiel. Par contre, cette
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approche n’arrivant jamais à des prédictions satisfaisantes, on en perdit l’intérêt
une deuxième fois.
Il ne fallut pas des décennies pour revoir la GNC tarabuster certains esprits de la
communauté scientifique. Des évidences de la GNC émergèrent de la théorie des
cordes, meilleure candidate à ce jour pour une théorie quanticiue de la gravité.
Avec une échelle finie de longueur intrinsèque l et des objets formés de cordes,
cette théorie ne permet pas d’observer de plus petites distances. Dans le cas
des cordes à très hautes énergies [4], le principe d’incertitude de Heisenberg est
modifié ainsi 1
= ( ± tAP) (1.1)
Quand t.. = O, on retrouve le principe d’incertitude ordinaire de la mécanique
quantique pour lequel on peut avoir une localisation arbitrairement petite si l’on
est prêt à sacrifier celle de l’impulsion. Par contre, (1.1) implique une longueur
mesurable minimale absolue de l’espace-temps (A.x)7 = De manière plus
générale, la relation d’incertitude de l’espace-temps a été postulée dans la forme
suivante [5]
(1.2)
où t, est la longueur de Planck de l’espace-temps.
Si les scientifiques ont été si difficiles à convaincre de s’attarder sérieusement
à cette théorie, ce n’est pas à cause du concept de non commutativité qui se
retrouve clans la physicue depuis des siècles (pensons à la non commutativité des
rotations spatiales en trois dimensions et plus), mais plutôt pour l’aspect non
local et toutes les difficultés qui en découlent. Une autre raison serait aussi la
violation de l’invariance de Lorentz, qui sera démontrée explicitement et analysée
1Pour une analyse rie tels principes d’incertitude voir [3].
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dans ce mémoire. IViais aujourd’hui, la GNC s’impose d’elle-même par son nom
bre grandissant cl ‘applications, considérées fondamentales ou simplement comme
artifices mathématiques.
La non commutativité est, entre autres, un outil naturel pour étudier certains
aspects de la matière condensée. Un classique est le cas d’électrons clans un champ
magnéticue projetés au niveau de Landau le pius bas [7], ce qui peut s’interpréter
naturellement comme la théorie des champs quantiques non commutatifs. Ce cas
connu son plus grand succès clans la proposition de Susskind [6] sur une relation
possible entre la théorie Chern-Simons non conmuitative et l’effet hall cuantique.
On peut se servir de la théorie Chern-Simons non commutative pour décrire un
gaz bidimensionnel d’électrons dans un champ magnéticue intense où le facteur
de non commutativité (qu’on associera à 6 tout au long de ce mémoire) serait
donné par
(1.3)
p
où p est la densité d’électrons.
Les porteurs de charges seraient représentés par des vortex. Après la parution de
l’article de Susskincl, un intérêt notable s’est manifesté dans les publications dont
[12], [13], [14], [15], [16] et [17].
Ce mémoire aura la structure suivante, après une brève introduction des outils
mathématiques nécessaires à notre étude en GNC (chapitre 1), on s’attardera à
la mécanique quantique dams le cadre de la GNC (chapitre 2 et 3). Nous con
struirons la fonction d’oncle formée d’une superposition de cIeux états décrivant
deux particules libres s’éloignant l’une de l’autre (les deux états à superposer
sont les deux possibilités de permutation). Pour construire cette fonction d’onde,
nous utiliserons des états dépendant du temps et des opérateurs indépendants du
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temps c’est-à-dire que notis travaillerons avec le point de vue de Schr&linger.
Cette approche est complètement équivalente à celle de Heisenberg pour la
quelle la dépendance temporelle est sur les opérateurs. Nous avons réussi à con
struire une telle fonction d’onde et avons poussé l’étude jusqu’aux propriétés
de l’enchevêtrement des fonctions d’oncles sans pouvoir en tirer de conclusions
intéressantes.
La deuxième partie (chapitre 4 ) du mémoire portera sur les solitons (vortex)
électromagnétiques en mouvement. Ces vortex seront étudiés dans le cadre de la
théorie YIVI et Chern-Simons (CS) en référence au nouvel intérêt porté à cette
dernière théorie. La nouveauté amenée par ce mémoire est l’analyse des équations
avec une non commutativité entre l’espace et le temps. Nous démontrerons par
une technique bien connue comment créer un soliton dans un référentiel statique.
Nous définirons ensuite un référentiel en mouvement dans lequel nous créerons
le soliton statique comme pour le cas du référentiel au repos. Le soliton statique
clans le référentiel en mouvement sera alors en mouvement pour un observateur
dans un référentiel au repos. Notre étude portera sur la déformation des solitons
en mouvement par rapport à ceux au repos.
CHAPITRE 2
Base
2.1 Considérations générales
La forme la plus simple de non commutativité des opérateurs de positions est
postulée par la relation de commutation suivante1
1X, XV] = (2.1)
Le tenseur anti-symétrique et formé de constantes réelles Or”’ aura les dimensions
d’espace carré. Puisque les coordonnées ne conmmtent pius, elles ne peuvent plus
être diagonalisées simultanément et l’espace sous-jacent disparaît, i.e. la variété de
l’espace-temps est remplacée par un espace d’Hilbert d’états. IViéme si toutes les
dimensions n’ont pa.s à commuter entre elles, on peut appliquer une transforma
tion de l’espace pour le séparer en une composition de plans non commutatifs [8]
et possiblement de dimensions complètement commutatives. Comme tout espace
non comnmtatif peut toujours se réduire à ffil ensemble de plans non commutat
ifs (et de dimensions complètement commutatives), l’étude (plus simple) de ces
derniers est d’une grande importance. Dans le cas d’un plan spatial biclimension
Le i est nécessaire puisque le commutateur de deux opérateurs hermitiens doit être anti
herrnitien.
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nel, la matrice 9’’ aura la forme suivante
000
O O (2.2)
o — o
ce qui donne le commutateur [X’, X2] = i&. Ici, on pose que le c-nombre O > 0.
Le cas O < O est obtenu par une réftexion de parité (c.f. [9]). Il est alors évident
que la parité est brisée par la non commutativité.
Toutes paires d’opérateurs ne commutant pas entraînent un principe d’incertitude.
clans notre cas
‘AY2 (2.3)
ce qui empêche la localisation, même théorique, infiniment précise; à une certaine
distance ( v), l’espace devient flou. En considérant X’ et X2 comme des
opérateurs, les dérivées par rapport à ces opérateurs doivent également être des
opérateurs puisque
ta,X] =L (2.4)
On peut alors représenter ces opérateurs de différentiation ainsi
01 =
C (2.5)
X’
02
Il en découle la relation de commutation des opérateurs de dérivés
[0,,,. 0] (2.6)
000
w,,,, = O O — . (2.7)
o o
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Il est évident que w1 est l’inverse de sur le complément de son noyau (i.e. sa
partie spatiale).
Quoique les dérivées ne commutent pas, leur action sur les fonctions (qui est ad
jointe comme il sera explicitement définit plus tard) est commutative par l’identité
de Jacobi et le fait ciue les composantes de w sont des c-nombres. On peut le
voir par le calcul du commutateur des deux opérateurs de dérivées appliqués sur
une fonction quelconque
[8’, [82, f (x)]] - [82. [8,, f (X)j]
= [f (X) , [8,, 82]] = [f (X) , w] O
Il est toujours pratique de faire des liens entre la non commutativité de la po
sition et de l’impulsion en mécaniclue cuantique. Pour faciliter nos calculs, nous
nous inspirerons du cas de l’oscillateur harmonique pour définir des opérateurs
de création et d’annihilation
A—
X’+iX2
— x’—i2 (2.9)
ce qui implique
[A,At]
= 1. (2.10)
Ces opérateurs engendrent le bien connu espace de fock, dont les états sont
caractérisés par l’opérateur nombre N AtA et ses effets. Voici quelques car
actéristiques de ces états
At n) = V 1 n + 1)
An) = n-1) (2.11)
Nn) =AtAn) =nn)
où n E 0,1,2,3...
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2.2 Mécanique quantique sur le plan non commutatif
Le niouvement d’une particule sur un plan non commutatif sera caractérisé par
les coordonnées X’ et X2 et leur impulsion respective. Il y aura alors l’algèbres
suivante
[X1,X2] iO
(2.12)
[Xi, Pk]
où on choisit les unités telles que î 1. La relation de commutation des X nous
permet d’utiliser ces derniers comme opérateurs de translation, ce qui implique un
champ magnétique effectif puisque le commutateur des impulsions est proportion
nel au champ magnétique. Il est évident ciue clans le cas de la dynamique d’une
particule chargée, le résultat en serait grandement influencé. Comme suggéré par
[10], on peut réaliser l’algèbre des impulsions en définissant les opérateurs ainsi
Pi _ — (X2 + K’)
(2.13)
p2 =
— (—X’ + i2)
où
[J1I2]
= —iO
(2.14)
[K’,X3] = o
ce qui donne bien
[pi, pkj
= 0. (2.15)
Notre espace de phase serait alors engendré par deux espaces orthogonaux eux
même engendrés par les K et les X’. La faiblesse de cette représentation est
la divergence de la limite O 0, mais ce problème peut être réglé par une
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modification de la représentation (2.13), par exemple, nous avons trotivé
xi _
/ 9\\ 9
(2.16)
P’ =p+y
P2rrp+
où tir, pX) et (y, pY) sont deux copies (commutant l’une avec l’autre) de l’algèbre
de Heisenberg.
CHAPITRE 3
Particule libre sur le plan non commutatif
Dans ce chapitre, nous traiterons de la particule libre à partir du Lagrangien et
ses équations de mouvements’
L=TT((i2+72))
2 (3.1)
Pour traiter cette dynamique sur un plan non commutatif, il faut aussi imposer
[X, Y1 = iO. Une solution inspirée des états quasi-classicues de la mécanique
quantictie donnera la fonction d’oncle pour ce qui sera nommé ici la particule
libre. Nous étudierons ici le système formé d’opérateurs et d’états. Pour rendre
la clescriptioll plus intuitive, la dépendance temporelle sera mise sur les états
plutôt que sur les opérateurs. La mécanique classique dans une GNC devrait tou
jours être vue comme la limite classique d’une mécanique quantique (toujours
en restant clans une GNC). Puisque la description d’un système en mécanique
quantique comprend des opérateurs, une algèbre et des états, la limite classique
laissera toujours des opérateurs, une algèbre et des états. La GNC comprend des
opérateurs et une algèbre, mais la nécessité des états n’est pas évideitte ab initio.
Par contre, le point de vue du système classique comme limite du système quan
tique nous donne les états automatiquement.
‘Comme les indices n’ont aucune signification dans cette section nous simplifions X’ X
et X2 Y.
CHAPITRE 3. PARTICULE LIBRE SUR LE PLAN NON COMMUTATIF 11
La solution des équations est triviale et nous prenons
X(t) — ut + X0
(3.2)
Y(t) v0t +
où [X0, ] = i9, v et t sont des c-nombres. En terme des opérateurs A et At
définis en (2.9), les opérateurs X et Y sont
X = (A+At)
Y = _i(A - At)
3.1 Premières conditions
Nous construisons les états d’un système dont la valeur moyenne de la position
de la particule libre a une dépendance temporelle de la forme
( (t) ) = t + . (3.4)
C’est-à-dire que la valeur moyenne ait le comportement d’une particule libre
classique. Notons que l’état ), est contraint par les paramètres V (v, u11) et
Xo (o, yo) où x0 et Yo sont des c-nombres. En terme des opérateurs A et At
définis cii (2.9), ces conditions deviennent
(‘ A(t) ) vt + ao. (3.5)
Le lien entre2 y et ainsi qu’entre a0 et X0 suit par
( X(t) ) = ( (A(t) + A(t)t) )
=
20n aura constaté que A est sans unités, alors ut ne doit pas en avoir non plus, donc u doit
avoir des unités de fréquence pour compenser celles de t; voilà pourquoi nous avons choisi u
comme symbole du facteur devant le temps.
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Dans le but de faire un lien avec l’équation (3.4), on impose
Re{v}
(ao+a) QA0+A) = Re{ao}
où ( A0 ) a0 et (‘ A ) = a. De la même manière pour Y, on arrive à
(u — u) ( A1 - At ‘) = Im {u}
Yo -i(ao - a) -i(Ao - A ) = Irn{ao}
3.2 Dépendance temporelle
Maintenant que nous avons une solution du système (3.1) avec un état indépen
dant du temps (quoique pas encore défini) tel que (3.7) et (3.8) sont valable, nous
développons un opérateur unitaire ntis permettant de mettre la dépendance teni
porelle sur les états plutôt que sur les opérateurs. Nous trouvons cette représenta
tion plus intuitive pour la description d’une particule libre et plus particulièrement
pour un état correspondant à une fonction d’onde ayant un pic se déplaçant avec
une vitesse u (ce qui, comme on le verra plus loin, sera notre cas).
3.2.1 Transformation de Bogoliubov
A chaque opérateur O obéissant à la relation de commutation [o, ot] 1, est
associé un espace de Fock formé des états n)0 (où n = 0, 1, 2...) dont l’état
fondamental clu’on nommera le vide est noté 0), t.q.
O O) = 0. (3.9)
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Dans notre cas, on a l’opérateur A auquel on associe le vide 0)A i.e.
A 0)A 0. (3.10)
La solution (3.4) correspond à mie translation de A par un c-nombre ce qui nous
amène à étudier
A=A+S (3.11)
où 6 est un c-nombre et o obéit à la même algèbre que A. Le vide de ce nouvel
opérateur 0)), est un état cohérent de A avec la valeur propre — car
0) = O A 0)) = —6 0)). (3.12)
On cherche un opérateur unitaire3 U(6) t.q.
U(6)AUt(6). (3.13)
L’opérateur suivant respecte ces conditions
U(6)
(3.14)
où la dernière ligne a été trouvée avec la formule de Baker-Hausdorff. Notre nouvel
état a maintenant la forme
= U(6) )A (3 15)
=
Cette transformation de Bogoliubov en terme d’opérateurs unitaires (c.f. (3.13))
nous permettra de mettre la dépendance temporelle sur les états plutôt que sur
l’opératetir.
3Le choix d’un opérateur unitaire sera bientôt justifié.
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3.2.2 Dépendance temporelle sur les états
On se sert de ces transformations de Bogoliubov pour transférer la dépendance
temporelle sur les états plutôt que de l’avoir sur les opérateurs A qui sont solutions
des équations de mouvement (c.f. 3.5) ainsi
( A(t) ) ((t) A (t)) t + a. (3.16)
L’opérateur unitaire donnant la dépendance temporelle aux états répondant à
l’éciuation (3.16) se trouve simplement en remplaçant 6 par vI clans (3.14) et
(3.15)
= U(t) 1b)
(3.17)
= ee At tA
alors
( A(t) ) (b(t) A (t)). (3.1$)
Évidemment,
((t) X (t)) = vt + x ( X(t) ) = vt + x (3.19)
par (3.3) et (3.7).
3.3 Fonction d’onde de la particule libre sur le plan non
commutatif
Tout d’abord, on écrit l’opérateur U(t) en terme de v et
U(6) =
2 (3.20)
!J t
=e ° e ° e °
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A cette étape de notre étude, nous prenons la représentation X où:
Xx)=xx)
a (3.21)
(3 Y ) = —iO— (Œ)
pour un état quelconque. La fonction d’onde correspondant à l’état O)A est
donc
o(x,t) = (x U(t) 0)A = ci 0). (3.22)
Pour obtenir la fonction d’onde d’un autre état (i.e autre que le vide : n = 1, 2...),
il suffit d’appliquer le nombre approprié d’opérateurs de création At sur le vecteur
d’onde du vide O)A jusqu’à ce que l’on obtienne l’état avec le niveau d’excitation
(n) voulu.
On démontre dans l’appendice A que S(À) = est un opérateur de translation
(d’tine valeur À) clans l’espace des X. En écrivant la fonction d’oncle de l’état du
vide à t = O (donc sans dépendance temporelle)
o (x) = (xiO). (3.23)
On trouve alors,
o(x,t) = (x S(—vt) O)A (3.24)
=
e1t eto(x
— vt)
dont le terme est calculé explicitement dans la prochaine section.
3.3.1 Fonction d’onde de l’état du vide
Cette section sera consacré à la construction de la fonction d’onde de l’état du
vicie à t = O pour écrire explicitement l’équation (3.24). Le vecteur d’oncle de
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l’état fondamental doit répondre à l’équation suivante (c.f. eq.(3.10))
X — iYA O)A
=
/__
O) = 0. (3.25)
L’équation (3.25) devient alors une équation pour une fonction d’oncle dans la
représentation des X
/ X+9--S: 6S 0)0
(x + o) (x0)A = (3.26)
La solution normalisée de cette équation est
tlNr 2
=
e. (3.27)
On peut finalement réécrire notre équation (3.24)
1 2
I
________
—
(m—n L)
o(a, t) 1 e o e o e , (3.2$)(ir9)r
ce qui représente un pic gaussien se déplaçant à une vitesse u1 dans la direction de
l’axe X. Mais elle représente également une fonction d’onde avec un pic gaussien
se déplaçant à une vitesse u, dans la direction de l’axe Y. Notons que dans
la direction de l’axe Y, la forme de la fonction d’onde ainsi que sa vitesse de
déplacement n’est pas évidente dans l’équation (3.28) puisqu’elle est écrite dans
la représentation des X.
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3.4 Fonction d’onde décrivant deux particules
3.4.1 État pur
On généralise maintenant notre résultat à deux particules non identiques. Seul le
cas de la fonction d’onde décrivant deux particules se déplaçant le long de l’axe
X dans l’état du vide sera analysé. Les seuls termes restants de la fonction d’oncle
d’une particule dans ces conditions est
1 (,,t)2
/(x, t)
= 1 e 20 (3.29)(ir8)
On trouve la fonction d’oncle de deux particules sans interactions par le produit
des deux fonctions d’onde décrivant les partictiles seules. Dans notre cas, les deux
particules (caractérisées par les indices 1 et 2) ont des vitesses égales et opposées
en X seulement (v2 = —v1 = —y)
= 1(x1,t)’2(x2,t)
1
—
)2 1 — O2 +t)2
=
20 20
1 —
=—e 20
Pour des raisons qui seront claires plus loin, on réécrit ‘ ainsi
1 B0+D
t) = (3.31)
où
= + + 2(ut)2 (3.32)
B = 2vt(r9
—
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3.4.2 État superposé
On considère maintenant la superposition du cas pour lequel la particule d’indice
1 a une vitesse y (l’autre —y) et celui pour lequel sa vitesse est —v (l’autre
u). Il s’agit toujours ici des fonctions d’onde représentant le niveau d’excitation
fondamental, ce cfui revient à superposer les deux fonctions d’onde suivantes
1J) (xï,x2,t) = 20
VnO 333
1 B0—B
x1, t) = 20
ce qui donne
/
W = 1 + e°
=71+e
=
[ï ?+i+2(t)2 /‘utA
=
20 cosh tVrr9
où A
—
x. Pour comprendre ce qui se passe avec cette fonction d’onde, on
peut faire le parallèle complètement équivalent d’une particule en cieux dimensions
(i x2). La fonction q représente une particule sur un plan avec une vitesse u
clans la direction et une vitesse —v dans la direction x2 (on n’a qu’à inverser les
vitesses pour 2). La superposition de ces deux fonctions est un enchevêtrement
classique. Toujours dans l’analogie du plan (ri, x2), la superposition donne deux
particules s’éloignant l’une de l’autre sur une droite coupant les quadrants II et
IV à 45 degrés.
CHAPITRE 4
Théorie des champs en GNC
La théorie des champs eu deux dimensions est composée de fonctions y, t) et
d’un lagrangien
L=/d2x. (4.1)
Il existe une prescription (de Weyl) associant un opérateur à chaque champ
I (X, Y) = ± f d2kJ (k1, k2) eu12l7) (4.2)
où J est la transformé de Fourier de f, ce qui implique’
f ddyf (x, y) 29Trf (X, Y). (4.3)
Notons que la prescription de Weyl n’est pas unique, niais nous adopterons l’idée
que les champs soiit remplacés par les opérateurs et l’intégrale (4.3) par une trace
tout le long de ce mémoire. Notre lagrangien se formulera donc ainsi
L fd2x(xy) ‘2n6TrL(X,Y..). (4.4)
Nous déterminerons L pour les théories pertinentes à notre étude par les équations
de mouvement dont la limite classiciue donne les bonnes équations de mouvement
classiciues.
‘La preuve est faite dans [18].
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4.1 Les opérateurs dans l’espace de phase quantique X,Y
Le moyen que nous utiliserons pour étudier la théorie des champs en GNC est
en traitant les champs formés d’opérateurs dans l’espace de phase quantique
(X, Y) (clui sont eux-mêmes fonction de t). Le produit devient alors un pro
duit d’opérateurs et l’intégration sur le plan (X, Y) devient la trace tel que vu
précédemment (c.f. eq.(4.3)). On doit aussi considérer les opérateurs de transla
tion (dérivées), des automorphismes infinitésimaux de l’algèbre t2. 1) j
X + (4.5)
où e est un c-nombre et i = 1, 2. Il s’agit d’automorphismes internes
= f (X + ) iwjj [x’, f]. (4.6)
La dernière étape est démontrée à l’annexe 1. Pour définir les théories de jauge,
on doit définir quelques opérateurs. Le premier est le tenseur (analogue au
tenseur électromagnétique non commutatif et non abélien) qui lui même est formé
de la dérivée covariante D,
[Du, D] (4.7)
Db, = i8, + A
Puisque l’opérateur j est anti-hermitien, alors i8 est hermitien de même que A,
ce qui fait du champ D un opérateur hermitien. Il sera également utile d’écrire
en terme des opérateurs D et D définis ainsi
D= \/(Di+zD2)
(4.8)
Dt
= (D1 -iD2)
Dans le tenseur on retrouve les champs magnétique B et électrique E définis
ainsi
[D Dt]
B = —i [D1, D2]
= ‘
(4.9)
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[D0 D] . [D0 D]
E —i , E = -i . (4.10)
Le champ B sera utile pour calculer l’extension des solitons. Ou utilisera aussi le
flux du champ magnétique
2rr&TrB. (4.11)
4.2 Théorie de Yang-Mills
La majeure partie de ce travail se fera avec la théorie de jauge U (1), où l’action
est composée d’un champ de jauge A1, (un opérateur hermitien) [11]
Syi
— J citTrFg 412
= f citTr [Du, D]2.
L’action (4.12) engendre les équations du mouvement suivantes
[D,1, F] [D,, [Du, DV]] = 0. (4.13)
On peut aussi réécrire les équations (4.12) en termes des opérateurs D0, D et Dt:
[D, [D0, Dt]] + [Dt, [D0, D]] = o
1 . (4.14)[D0, [D0, D]] + tD, [Dt, D]] = o
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4.3 Solution des équations de mouvement
Dans cette section, on créera des solitons à partir des équations de mouvement
pour ensuite en analyser leurs propriétés lorsqu’ils se déplacent à une vitesse con
stante. Il faut premièrement trouver les champs pour décrire de tels solitons. 011
sait très bien [19] comment créer le champ d’un sobton statique. Nous proposons
à partir de cette technique, un moyen de construire les champs décrivant mi solï
ton en mouvement. Le principe est assez simple : on considère un référentiel en
mouvement par rapport à un référentiel immobile que nous qualifierons de lab
oratoire pour lequel les champs représentent le vide (i.e. champs de jauge nuls).
Nous créerons le soliton statique dans le référentiel en mouvement pour ensuite
l’observer du point de vu du laboratoire. L’observateur dans le laboratoire verra
donc un soliton en mouvement.
Il est à noter qu’il est peu conventionnel d’aborder le problème du mouvement
dans le contexte de la géométrie non commutative. Les auteurs s’y étant at
tardés ne sont pas légions, mais mentionnons [20]. Même si cette facette de la
théorie reçoit peu d’attention, elle n’en est pas moins intéressante et importante
pour autant. Tout changement de référentiel donnera un mélange de la dimension
temporelle et de la dimension spatiale à laquelle la vitesse est associée. Comment
interpréter cette non commutativité entre le temps et l’espace? Il est déjà peu
commun de considérer le temps comme un opérateur plutôt qu’un paramètre,
que cire s’il devient non commutatif? Ce mémoire s’attardera dans ces terrains
inconnus, mais d’un pas timoré. En effet, nous ne considérerons que le cas donné
par (4.35), pour lequel le commutateur de X’ et X° (‘- sinh())) sera toujours
plus petit que celui de X’ et X2 ( cosh(À)), ceux pouvant être changés par
une transformation de Lorentz en une non commutativité complètement spatiale.
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Les cas pour lesquels la non commutativité ne peux pas être restreinte au cas
complètement spatial sont d’autant plus exotiques qu’ils privilégieront une di
rection et l’espace ne sera plus invariant sous rotation. Mais ce sujet inquiétant
ne nous concerne pas, d’ailleurs, nous ne ferons quantitativement clu’une aitalyse
pour le cas de petites vitesses.
4.4 Solution des équations de mouvements Yang-Mills
Une solution évidente des équations de mouvements (4.14) est ciue les champs D
et Dt soient statiques et que leur commutateur soit un c-nombre. Le champ non
trivial le pins simple serait alors
[D, Dt] = 1. (4.15)
Voici tin exemple de champs D pouvant former de tels D
(4.16)
En mettant (4.16) dans (4.8), on obtient des champs D respectant notre solution
la plus simple des équations du mouvement (4.15) de l’action YiVI. Comme ces
champs D n’ont pas de composantes A, on associe ces champs au vide. Le champ
magnétique du vide est alors simplement
[DD] 1
= = (4.17)
ce qui donne un Flux (4.11) de
= 2ir&T’r. (4.18)
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4.5 Création de soliton
On peut trouver les champs décrivant un soliton à partir de champs solutions des
équations du mouvement [19] en se servant des opérateurs suivants
— n + q) (n
(4.19)
On verra plus tard que quels que soient les états n) servant à former les opérateurs
(4.19), tout ce qu’on leur demande c’est d’être des états de Fock fornïés d’opéra
teurs ayant les propriétés (2.10). Pour le cas qui nous intéresse, nous utiliserons
les opérateurs de création et d’annihilation suivant2:
a \(Di+iD2)2
, (4.20)
—iD2)
qui engendrent un espace de Fock pour les a dont les états sont définis par n).
Les opérateurs (4.19) se combinent ainsi
q—1
= 1
(4.21)
1
où P
=
n) (n, un projecteur sur l’état n). Ces opérateurs sont qualifiés d’iso
métriques (par opposition à unitaires) car ils ne donnent pas toujours l’unité en
se combinant l’un avec l’autre. L’opérateur 8q a la propriété d’appliquer l’état
n) vers l’état n + q) et S applique l’état n + q) vers l’état q) annihilant les
états 0) , 1) . . . q — 1), ce qui expliqtie la soustraction des projecteurs sur les q
2Notons que a n’est autre que iA, où A est l’opérateur définit dans l’introduction (c.f.
eq. (2.9))
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premiers états dans (4.21). Donc, leur commutateur est tin projecteur dans le
sous-espace engendré par les q premiers états
q—i
[Sq,$] =ZP. (4.22)
Avec un champ D, solution des écluations du mouvement, on crée les champs
représentant q solitons ainsi
— Aq + SqDS (4.23)
où
q—1
Aq
Les modules ?j décrivent la position des vortex (solitons).
On voit que ces nouveaux champs sont encore solution aux équations du mouve
ment en les remettant dans (4.14) ce qui donne le commutateur [[D, Dt] ,q D]
(pour le cas statique) qui est composé des commutateurs suivant
D] Aq + SqD$, A + $qDtS] (4.24)
ce qui se trouve simplement à l’aide de
A=At
‘j’ ‘j’ (4.25)
[Aq,A] =0,
[SqDS, SqDtS,fl = Sq [D, D] S, (4.26)
et
AS =SA =0q q q (4.27)
[Aq,SqDS] 0.
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Les équations du mouvement sont alors
[[D Dt] ,q D] = [Sq [D, Dt] $ D]
[Sq [D, Dt] S, Aq + SqDS] (4.28)
= Sq[[D,Dt] ,D]S =0.
Les égalités (4.25) et (4.26) se trouvent trivialement et les deux premières égalités
de (4.27) donne O puisque le projecteur agit sur le sous-espace exclu par les
opérateurs S et 3t. Et finalement, on retrouve dans les équations du mouvement
les équations du mouvement du vicie,3 ce qui n’était pas évident avec l’opérateur
isométrique $q puisque ce dernier n’est pas unitaire, donc la transformation n’est
pas une simple transformation de jauge.
Regardons maintenant le champ magnétique engendré par les champs (4.23). Avec
la définition (4.17) le calcul se fait facilement
[D q Dt] [D Dt]qB ‘ — $t$B 5f—
— q q q °YM q
= Sq$ n) (i (4.29)
= B01 — n) (n.
Le flux magnétique par (4.11) est
= 2Tr3y 2u0 (TrB0YAI — Tr n) (n) (4.30)
= 2ir9TrB01 — 2rrq.
3Ce résultat a été trouvé sans description explicite des états In), alors toutes les constructions
d’états engendrés par des opérateurs de la forme (2.9) et ayant les propriétés (2.11) donneront
des états pouvant modifier des champs solutions aux équations du mouvement en d’autre so
lutions aux équations du mouvement (représentant comme on va le voir des champs décrivant
des solitons)
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Le flux magnétique du vide (4.1$) n’est pas écrit parce ciu’il diverge. On s’intéresse
plutôt à la variation de flux qui, elle, ne diverge pas
YM — = —2uq. (4.31)
Les champs (4.23) localisés et invariants sous rotation créent donc un flux magnétique
fini ce qtu justifie l’utilisation des termes soliton ou vortex pour les décrire.
4.6 Champs et opérateurs du référentiel du laboratoire au
référentiel en mouvement
Comme expliqué précédemment, les champs dans le référentiel du laboratoire
auront la forme suivante
D1, = i. (4.32)
Dans un référentiel (identifié par des tildes) se déplaçant dans la direction x à
sinh(À) .
une vitesse V
cosh() (clependant de la rapichte À) on aura
t -÷ = cosh(À)t H- sinh(À)X1
X’ - ‘ = cosh(À)X’ + sinh(À)t . (4.33)
x2-2=x2
Soit en prenant le commutateur de ces opérateurs, soit en transformant le tenseur
(c.f. eq.(2.2)) on trouve le nouveau tenseur O
O O Osinh(À)
9[LV O O &cosh(À) . (4.34)
—&sinh(À) —Ocosh(À) O
De la même manière, on transforme le tenseur w, (c.f. eq.(2.7)) donnant
o o sinh(À)
= o o cosh() (4.35)
— sinh(?) cosh(.\)
e e
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Les opérateurs de translation du référentiel en mouvement respectant ces relations
de commutation sont
o = cosh()ao — sinh()81
- di = cosh(\)81 — sinh)0o. (4.36)
8
=
Dans le référentiel en mouvement, 011 utilise les solutions aux équations du mou
vement définis dans l’introduction (4.13)
[[, ] ,D] = 0 (4.37)
où D i3, + Pour bien s’assurer que le soliton créé sera statique dans ce
référentiel, on impose
=0. (4.38)
Pour respecter ces detix conditions, nous proposons les champs suivants
D0 =
= j; (4.39)
sinh(.)’) y
D2=i82+ t=ia2+—t9cosh)) O
et il est facile de vérifier qu’ils respectent les écluations de mouvement. Leurs
relations de commutation sont
[‘Ï = [] =0 (4.40)
[D1D2I =
J Ocosh(À)
Nous votions créer un soliton à partir du vide. iViais est-ce vraiment le vide? Nous
flOUS sommes permis de rajotiter un champ de jauge (dépendant du temps) dans
la direction des Y pour respecter nos conditioits. Par contre, on remarque que
le dernier commutateur est très semblable (et indépendant du temps) à celui du
référentiel du laboratoire i.e.
[D1, D2]
=
[iay, z02] = . (4.41)
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Donc, le vide du laboratoire (staticlue clairs son référentiel) est une déformation
contiirue (ayant la rapidité \ pour paramètre), ce qui nous permet d’écrire sans
gêne et sans italique qu’il s’agit bien du vide du référentiel cii mouvement.
4.6.1 Création d’un soliton dans le référentiel en mouve
ment
On définit les opérateurs de création et d’annihilation analogues à (4.20) dans le
référentiel en mouvement
/6cos1r() rD1+zD2
y 2 (4.42)
= ( -
où
[a,atj
=
= 1, (4.43)
ce qui engendre un espace de Fock pour les dont les états sont définis par n).
On définit le champ D formé des opérateurs D1 et D2 qui dans ce cas particulier
aura la nrême définition que l’opérateur
cosh(À) ( + = a2 (444)
cosh(À)
- =
On construit ensuite dans ce référentiel les opérateurs S et $t définis en (4.19):
qnTq)
71=0 (4.45)
4Dans le cas Chern-Simons étudié plus loin, ce ne sera plus le cas.
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Ces opérateurs ont les même propriétés (4.21) que les champs Sq.
Comme on l’a vu pour le référentiel du laboratoire dans la section d’introduction,
on trouve les champs comprenant q solitons à partir du vide ainsi:
(4.46)
où
q-1
__
Nous analyserons le cas le plus simple c’est-à-dire celui pour lequel q = 1 dans
(4.45) et les suivantes. Ce cas représente un seul module de vortex, donc un
seul soliton. On peut maintenant écrire les champs explicites décrivant un soliton
statique dans le référentiel en mouvement:
lB
= —X + Bt (4.47)
oùonadéfinit1esetXoÂpouraUégerlanotation.
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4.7 Le vide en mouvement vu par le laboratoire
En terme des coordonnées du laboratoire, notre champ représentant le vide (4.44)
a la forme
D = cosh() icosh(À)0y +2 cosli()
/9cosh() . /cosh(À)
2 s1nh(\)ao+zV 29 ut
_______
(4.48)
= cosh() (Vcosl)Di +
ycosh)
t t /Ocosh(\) / 1
+sinh() i
2 00 + \/ 29cosh()t
où nous nous sommes servi de la relation u sinh(.))/ cosh(\). Pour réécrire le
champs D en tin seul terme, on cherche un opérateur U t.q.
D b = UDUt. (4.49)
Nous pourrons alors passer du vicie en mouvement au vide statique par une sim
ple opération unitaire. Nons pourrons ensuite vérifier si la même application est
valable dans le cas du soliton. Un tel opérateur devra avoir une composante don
nant un décalage par un c-nombre (par rapport aux opérateurs D1 et D2) et une
autre changeant l’échelle.
4.7.1 Opérateur de translation
La première différence qu’on remarque en comparant le champ (4.48) avec celui
du laboratoire est un terme de décalage. Le chantp (4.48) a la forme suivante
b = cosh)c + sinh()d (4.50)
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où [c, ct] = [d, dt] = 1 et [e, d] = [e, dt] = O, et explicitement,
e = cosh(i\)Di + D22 cosh()
(_6cosl8o +
V0cosht
On cherche un opérateur V t.q.
e = V (cosh()c + sinh()dt) V. (4.52)
—(dtct—dcDans (4.52), e joue le role de notre champs D. L operateur V = e
respecte cette condition. On le démontre à l’aide de la dérivée par rapport à
sur le vecteur
tN tvvt N
I II I. (4.53)\) \VdtVt)
On dérive ce vecteur par rapport à
tN (dN
— t I = I I =i t L (4.54)
\d] c)
On intègre cette écluation différentielle
= e’
C
(cosh (é) + sinh (é) u1)
C
\\dt) \dt
(455)
cosh (é) e + sinh (é) dt
cosh (ê) d + sinh (é) e
L’opérateur V appliqué sur le champ D (correspondant au premier élément du
vecteur de (4.55)) donnera effectivement la forme (4.50).
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4.7.2 Opérateur de changement d’échelle
Avant de pouvoir appliquer l’opérateur V défini dans la section précédente, il
faut que le premier terme de (4.48) soit de la même forme que le champ D du
soliton statique. La différence entre ce premier ternie et D est une déformation
asymétrique des facteurs associés aux opérateurs 8 et 8. II ne nous reste donc
qu’à trouver un opérateur W t.q. pour un autre opérateur 0=01— i82
o!!pEwowt
82
(4.56)
=wOi+s—
w
où [P, pt] = 1.
On démontre maintenant que l’opérateur W = r°8’°’ rempli cette condi
tion avec o = o (w). On considère les opérateurs 01 E WO1Wt et 02 E W82Wt.
Leur dérivée par rapport à o donne:
= I
do do’
=
—ic’° (0i82 + 820i) 0id’ + ie’8j (Oi82 ÷ 820i) e’°
___
_
(4.57)
= ir’90i, 0182+ 8i0Je’4
=O1
ce qui nous donne une équation différentielle dont la solution est:
01 = e8 (4.58)
avec la contrainte 01(0=0) =81. De la même manière,
2 n
do O
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et
02 = e32 (4.60)
avec la contrainte 01 (c 0) 6. Alors, on a en effet
01 + z02 = w01 + 02 (4.61)
où w = e. Comme on vent une transformation donnant la forme du premier
terme de (4.48), il faut que w Jcosh(i\)) i.e.
9
+ ln(cosh(À)). (4.62)
Finalement, notre opérateur W est
iv = eimfltc0s(À))(102281)
= e
In(coh(À)) (a2_at2)
(4.63)
Il est à noter que Polychronakos [11] avait déjà reconnu que des transformations
unitaires (qu’il qualifie de transformations de jauge généralisées) appliquées stir
une solution donnent une autre solution. Il sotiligne en particulier l’opérateur
U = ea_e*a2_t2 (4.64)
qui déforme la section transversale et déplace la position du module dans le plan.
La non commutativité lie les deux opérateurs de position ce qui leur enlève leur
indépendance. Comme on le verra explicitement plus loin, un changement dans
la direction des X doit nécessairement avoir des répercussions dans la direction
Y. Même sans plus d’analyse, on peut déjà constater ce fait par la partie de
l’opérateur qui selon [11] impose la préservation de l’aire
w = a_at (4.65)
La préservation de l’aire est particulièrement rassurante quand on considère le
principe d’incertitude. Imaginons un soliton dont l’aire atteint le minimum permis
par le principe d’incertitude. Si l’aire n’était pas préservée, il est facile d’imaginer
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des cas pour lesquels le principe d’incertitude serait violé. Par exemple, on pour
rait penser qu’un déplacement à une vitesse relativiste contracterait les climen
sions clans la direction de cette vitesse, dans ce cas l’aire du soliton serait réduite
et deviendrait inférieure à celle permise par le principe d’incertitude, il doit donc
y avoir compensation. Cet analyse sera faite quantitativement dans les prochaines
sections pour le cas de la théorie de Yang-IVIills avec et sans terme Chern-Simons.
4.7.3 Transformation du vide
Maintenant qu’on a tous les outils nécessaires, on peut écrire le champs (4.48)
décrivant le vide en mouvement vu par un référentiel statique ainsi
b =cosh() (cosh()8i +i82)) +K(80,t)
= cosh()W(81+ia2) Tl7 + K
(4.66)
= cosh()WDWt + K
= 117V (cosh()D + K) VtWt
UDU
où i = { Ocosh(À) sinh()0o + vt}.
4.8 Soliton en mouvement vu par le laboratoire
Pour voir comment se transforment les champs représentant un soliton, on doit
s’occuper des composantes de création de soliton dans le référentiel en mouvement
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par rapport à celles du laboratoire. On petit aussi réécrire le premier terme de
(4.47) (facteur A) en terme des états n) du référentiel du laboratoire engendrés
par les opérateurs a et at (4.20) (dont la transformation est maintenant unitaire
sur les a et t).
auau
(4.67)
=H) Un)
tel que le produit interne est conservé par la transformation unitaire. Les pro
jecteurs et les opérateurs ($q, $) deviennent donc
q—i
— nU n) (n U = UAqUt
(4.6$)
Sq = U$qUt
Alors,
= -UAU + USqUtUDUtUSUt
= UAqU + USqD$tUt (4.69)
U (_Aq + SqDS) Ut
=
Comme la transformation est unitaire, cette solution est aussi une solution aux
équations du mouvement dans le référentiel du laboratoire. La dernière étape
est évidente puisque les champs représentant un soliton statique satisfont les
équations du mouvement. Donc, jusqu’ici on a réussi à trouver l’expression des
champs décrivant un soliton se déplaçant linéairement à une vitesse y paramétrisée
par le facteur ). Il nous reste maintenant à chercher en quoi ce soliton serait
différent du cas statique.
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4.9 Analyse du soliton
Pour faciliter les calculs de l’analyse du soliton, nous considérerons le cas où
A = 0 dans le référentiel du laboratoire. Cette considération revient à étudier
le soliton centré à l’origine (du référentiel du laboratoire pour le soliton statique
et du référentiel en mouvement pour le soliton en mouvement), nous ne perdons
aucune information puisque nous considérons un espace homogène; un soliton seul
à un endroit doit avoir les mêmes propriétés qu’un autre à un endroit différent.
Les nhamps de notre soliton statique seront donnés par
lD=SDSt
(4.70)
= SatS)
et pour celui en mouvement
(4.71)
L’opérateur V contient la partie responsable de la contraction de Lorentz et le
déplacement du soliton, nous nous se concentrerons sur l’effet de l’opérateur W
devant contenir les effets nouveaux.
4.9.1 Propriété du soliton statique
Pour étudier nos solitons, nous définissons un type de moyenne:
= Tr(XJ2B (4.72)
V’ “ ‘B TrB
où B est le champ magnétique défini en (4.9) qui, on le rappelle, pour le vide et
pour le soliton statique sont:
1
U (4.73)
1ByM
=
— t
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La moyerme (4.72) nous sert à avoir une idée des dimensions du soliton dans le
champ magnétique. Cette moyenne est une longueur pondérée par le champ ainsi,
l’extension du champ se reflète sur cette moyenne. On peut faire l’analogie avec
la fonction densité en mécanique quantique, mais cette fois-ci, notre objet est
constitué d’un champ plutôt que de matière.
Pour bien cerner l’effet des champs du soliton en mouvement, il est préférable
d’enlever le champ qui est le même sans soliton (4.73). On définit alors un champs
magnétique duquel on a tronqué le vide
1/1 3 PO — 0 (474)
En réécrivant les X2 en termes de a et at ainsi
X’ = _i (a — at)
2 475
X2 = —(a+a)
et leur carré
(X’)2 = _ (a2 + (at)2 —(1 +2iV))
2 476
(X2)2 = ( + (a)2 + (1 + 2N))
On peut alors développer les composantes de (4.72)
Tr’By. = —Tr O) (O = —, (4.77)
Tr (X’)2 ‘ByM = —Tr (a2 + ()2 — (1 + 2N)) O) (O
= _ (oa2o) + (O (ot)2o) - (o (1+2N)o)) (4.78)
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et
Tr (a2 + (at)2 — (Ï + 2N)) o (0
\ Tr 0) (0
=
-
(0 a2 0) ± (0 ta,t)2 0) - (0! (1+21V) 0)
(479)
Similairemeiit,
(X2)2 1(x’)2 (4.80)
/ BYAI 2 \ / 3YA1
Donc, l’extension en X1 est exactement la même que celle en X2. 011 cii déduit que
le soliton statique est invariant sous rotation spatiale, ce qui n’est pas pour nous
surprendre puisque nous n’avions pas privilégié de direction lors de la création de
ce soliton.
4.9.2 Extension du soliton en mouvement
Dans le cas du soliton en mouvement, il faut que notre moyenne soit toujours
mesurée par un observateur dans le laboratoire, mais que le champ magnétique5
soit calculé avec les ‘D. Notre champ magnétique a maintenant la forme suivante
(toujours en laissant tomber la translation par V)
E
— [‘D’ Dt]
—
iv {‘D.’ D] 147t
YM— —6cosh) &cosh(À)
(Ï — WPIITt) (i — 0)
= &cosh(\) &cosh(/\)
Il est à noter que les tildes ne sont plus à être interprétés comme étant associés à un autre
référentiel puisqu’ils sont maintenant fonction des opérateurs du laboratoire. Il faut maintenant
voir les tildes comme étant associés aux champs d’un soliton en mouvement.
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On utilisera encore les champs sans la contribution du vide
3YM 3YM — 30YM
= Ocosh() (4.82)
où B01 est le champs magnétique du vide dans le référentiel en mouvement. On
peut maintenant calculer l’extension du soliton en mouvement
K (x1)2)
= -Tr (a2 + (at)2 -(1± 2N)) 8cosh(À°)(
Tr’BYAI (4.83)
—T’r (a2 + (f)2 — (1 + 2N)) OchT7 0) (0 I47
TrÇj
La trace du dénominateur est la même que pour le soliton statique puisque W
est unitaire
- P0 W 0) (0 Wt
Tr’B’ = —Tr = —T’r
6cosh() &cosh() (484)
— (0 WIV 0) 1
= 9cosh() = Ocosh()
ce qui donne
K (X1)2) = —T’r (a2 + a2 — (1 — 2N) W 0) (0 Wt) (4.85)3YM
Nous nous contenterons de faire l’approximation d’une petite vitesse, ce qui im
plique que cosh(.X) est près de 1, donc
cosh) —* 1 ln (cosh(i\)) < 1
et
W (i + ln(cosh()) (a2 — at2))
(4.86)
Wt (i — ln(cosh()) (a2 — af2)) (4.87)
Il n’y aura que des termes W 0) (et le transposé complexe) alors l’opérateur 2
de (4.86) détruira toujours l’état donc on peut réécrire l’approximation
W 0) (1 — lu (cosh(À)) f2) 0) (4.88)
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et
(0 W (0 (1 (coslI()) a2) (4.89)
Avec cette approximation, la moyemie de (X1)2 sera la suivante
K (X’)2) = —Tr (a2 + a2 —(1— 2N) W 0) (0 Wt)BYAt (4.90)
_Tr(0Wt (a2 +at2 —(1— 2N)) i170).
Cette moyenne est constituée de trois éléments de matrice
(0 11/t (1 — 2N) W 0) = 1 — 2 (0 a2Na2 0) li2 (cosh(À))16 (4.91)
— 1
—
in2 (cosh(À))
—
2
(0 flrta2 w = — in (cosh(,\)) (4.92)
et
(0 Wtat2W 0) = ((o Wta2W 0))t
(4.93)
—
— in (cosh(,\))
2
On peut négliger le deuxième terme de (4.91) puisqu’il est quadraticue en in(cosh()))
(terme considéré petit). La moyeime approximée donne
K (i)2) = (0 IV ta2 + at2 — (1— 2N)) W 0)Bi’M
6 (in (cosh(À)) — in (cosh())
—
2 2 2 ) (4.94)
= + in (cosh(\))
= K(-’)2)B1., + in (cosh(1\)).
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Pour ce qui est de la moyenne de X2, on trouve
K (X2)2) & KO 14/ (a2 + at2 + (1— 2N)) W O)Bypj
9 (in (cosii()) — in (cosh(1\))
+2 2 ) (4.95)
— — in (cosh(1\))
/ 2 2\
= (x) ; — ln(cosh(X)).3YM
On retrouve une extension du soliton clans la direction de la vitesse, clui est
contraire à ce à quoi on s’attendrait dans le cas commutatif et une contraction
clans la direction transversale, mais évidemment, l’aire du soliton est invariante.
Ce résultat est en désaccord avec l’analyse de [20] pour un soliton dans la théorie
de champ scalaire en 2+1 dimensions, mais on y mentionne ciue la symétrie de
Lorentz est violée, alors la solution statique trouvée clans le référentiel qui se
déplace n’est pas obtenue par une simple transformation de Lorentz de la solution
statique du laboratoire.
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4.10 Ajout d’un terme Chern-Simons
Les équations du mouvement., lorsqu’on rajoute un terme Chern-Simons à notre
Lagrangien, sont [9]
[bo [o]]
+ [, [bt]] [o] (4.96)
[ht, [o,Ï] + [, [0,t]] = [o,b]
Les auteurs de [9] ont trouvé une solution complètement algébrique, ce qui lui
permet d’être aussi solution clans le cadre de la GNC et ne dépend pas de la
définition des opérateurs
- .
(197)
D = e()\/—N+ a
où et doivent respecter la condition [, ] = 1 et être statiques. On ne con
sidère pas le facteur de phase de la deuxième ligne. Les opérateurs judicieusement
définis et de la section précédente respectent justement ces conditions. Il est
donc possible de définir nos opérateurs rie champs (4.97) à partir ries opérateurs
(4.20).
Le soliton est introduit de la même manière ciue dans le cas sans terme CS (4.23).
Pour exprimer les champs en terme du référentiel du laboratoire, on doit pouvoir
réécrire (4.97) en terme des coordonnées du laboratoire et d’opérateurs unitaires,
ce qui est aisé en réécrivant les fonctions de N en notation spectrale
.f (N) f (n) n) (i. (4.9$)
Les états changeant encore par (4.67), la transformation des champs pour le cas
CS se fait exactement de la même manière que pour le cas YI\/I (4.69). Maintenant,
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notre champ magnétique n’a plus une forme aussi simple, mais il est possible de
le réduire à une fonction de l’opérateur N. Pour le cas général d’un champ de la
forme D f (N) a, on aura le champ magnétique suivant [17]
B8 (N) = (N +1)
jt (N) f (N) -Nj (N -1) f (N -1) (499)
Dans notre cas f (N) = + , alors
=
°. (4.100)
Maintenant, le champ magnétique en présence d’un soliton est donné par
=
À2N+
=5 6sf
-
n+ 1) (n (2N) m) (m+ 1 + (1- P0) (4.101)
&
+2(1—Po).
On peut réécrire la somme d’une manière beaucoup plus simple en terme de N
et P0
nn+ 1) (n+ 1 N— (1— P0) (4.102)
alors
1
_________________
=
(4.103)
2 (1 — P0) + Po
o
Comme potir le cas YM, on utilisera le champ magnétique duquel on a tronqué
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le vide
iT)! 1 T) T)
Dcs — DCS — DOcs
\2(1 D\ 2
T) ‘ — ‘ 0) -t- 7)1 O
= -°0s —
___________________
— 0cs
— À2 (1 — P0) + P0 (4.104)
—À2 + (À2 — 2) p
o
Ce chanip est très semblable à celui sans terme CS calculé dans la sectioi précé
dente. Le premier terme n’est qu’une constante qui ne sera donc pas affecté par
les opérateurs unitaires donnant mie vitesse au soliton. L’autre est, à un facteur
près, le même champ que celui décrivant le soliton staticlue sans terme C$. Pour
avoir un soliton en mouvement, on applique le même opérateur.
De la même manière que pour le cas YIVI, le champ magiiétique décrivant le solitoii
en mouvement sera donné par
(_À2 + (À2
— 0COh(À)) 0) u
9 (4.105)
À2
+Ocosh(À) Ocosh(À)
Donc, si on calcule la même valeur moyenne que pour le cas YIVI, on trouvera les
mêmes déformations que (4.95) et (4.94) à un facteur près.
CHAPITRE 5
Coriclusion
Ce mémoire a premièrement fait u survol des états classiques dans le cadre de
la géométrie non commutative. Nous avons délibérément mis la dépendance tem
porelle sur les états plutôt que stir les opérateurs. Dans un tel contexte, nous
avons pu facilement et rapidement décrire la particule libre d’une manière claire
et efficace. Il en découle que le comportemellt de la particule libre est le même
que pour le cas classique commutatif. L’enchevêtrement de deux particules libres
est maintenant un système bien exposé.
En deuxième partie, l’étude s’est dirigée vers la théorie des champs où, à partir
de techniques prescrites pour le cas staticlue [19], on a construit la configuration
d’ull soliton. Nous en avons conclu que la section transversale du tube de flux (de
flux tubes, terme utilisé par [11] pour décrire les solitons) sera déformée par un
opérateur préservant l’aire. Cet opérateur avait déjà été reconnu par [11] comme
transformant unie solution aux équations du mouvement en une autre solution
aux équations du mouvement. Pour les cas particuliers de la théorie Yang-Mills
avec et sans terme Chern-Simoins, on a trouvé que la déformation se réalisait par
une contraction dans la direction transversale de la vitesse et par un étirement
dans la direction de la vitesse. Comme on l’a dit plus tôt, ce résultat diffère de
celui qui a été trouvé par [201 pour le cas d’un champ scalaire Ils concluent
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que les solitoiis subissent une contraction clans la direction de la vitesse, et un
étirement clans la direction perpendiculaire. Par contre, les auteurs soulignent que
cette déformation n’est pas universelle et varie selon les théories. La nouveauté
de notre travail est d’avoir isolé la déformation du soliton donnée par la non
commutativité plutôt, que d’avoir une déformation provenant de la contraction
de Lorentz et de la non commutativité comme pour [20] Un article sera bientôt
publié pour exposer ces nouveaux résultats.
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APPENDICE A
Opérateurs de translation
Pour cieux opérateurs dont la relation de commutation est [X’, X2] Ull
opérateur de translation (voir [21] p190) est donné par
$ () ÀV2 (A.1)
$(À)X’St(À)=X’ +.
Toute fonction de X’ peut alors se faire translater par l’opérateur S. Car on voit
qu’en transformant la fonction de X’ en série polynomiale, seul les opérateurs à
l’extérieur resteront parce qu’ils n’ont pas de voisin pour les annuler. Ainsi,
f (X’ + ) Sf (X’) $ (A.2)
A.1 Variation infinitésimale et opérateurs de translation
Pour ue variation infinitésimale, on ne garde que les termes linéaires eu À
5f (X’) St f(X’) +À [x2,f(X’)]. (A.3)
APPENDICE A. OPÉRATEURS DE TRANSLATION xvii
Alors lorscfuon considère la dérivée
f(X’+)-j(X’)
f (X’) + /\ [X2, f (X’)] - f (X’)
=
(A.4)
= [x2,f (X’)]
i [X2, j’ (x)].
De même manière, on trouve
a2j [X’, f (K2)]6 (A.5)
= iw, [X’. f (X’)]
où on a ajouter la somme sur les j (qui ne change rien pilisqile toute fonction de
X commute avec Kt) dans les équations (A.4) et (A.5) pour avoir la forme de
l’équation (4.6).
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